Analysis A&B W}S E swn’quaw“% Alina Popov
Mepgen wnd Zalen:

N<Z<Q<R<C
offenes: (ab) /1abr unbeddnrdnite. lntervalle sinck
-stehen vor der Aussage qeschlossenes a,b remex offn
¥3ILA sind richt kommutativ halb offenes: (a,b1 oder [a,b)
' Bsp: 4) A= {xeR [x=sinw@> YaeR] L) M,_{xelk]xﬂx-G <0}
Maximurm  tax(x) sup(A)=max(A)=1  inf (A)=min(A)=-1 Xoo = 312 T=(22)
Minimum min (X)

2 M) =3 | uplM)=1
Kleinste obere Schranke sup(X) 2)B=ixeR|x-e* ¥aeR}
3ri5[5te untere Schranke inf (%) sup(B) = max (B)=1 ; inf (B)=0
min (B): existiert nicht /e

HM=13+%[neN?
max(M)=sup(M)=4; inf(M)=3
min (M)- existiert nicht

Foomploe Zaklen

abeR 2er-et VzeR:zt=2
- 0.-Realteil ,b-Imagin&rteil. e = cos( Qrisingg | YezeCizt=2*x da =1
e (¥ Betrg ~Re
o —»Hraumcnt

*Komplexe Konjugation. (: —2) kann als Spiegelung an der reelen fichse in der Goufp'schen Zahlenebene interpretiert werden:

4Im 2| — Pythaaoras Im
121=Va+b" =T2T I
41—_"2‘ ‘_I_'h -7 ‘2,02
Re

4 fostand. e, 2 komplexen Zahlen

Multiplikation: 2, 2,= r,e"®. r,e"¥= ror, (04 Ziw=o+ibrtid: (at o+ il d)
AT FIN i 4 'i-‘h_l'_4 i(‘(“(:.) 2w _2g
Division: 3~ = r,e® e cte : EE .

Potenzieren: # = (e’ )k srke¥

“urtd-tlehen- "V?:l,:/k=r% ei[v“‘.ﬂ"/l‘) ,”M k=°l4l""“-4 —

Wird n gl cosdvit, Ukt Geometrische Va'ansqhoulichungz
Hultiplikation. mit re"® ist einerseits eine Stredung (r>4) /
Stauchuna (0¢0<4)
Bsp.: 223421, w=-2-5i
2 3edi 6MSi-iea0* _ AB+Mi _ 46, 41, und andererseits eine Drehung um den Winkel ¢ (¢>0;¢<0 @)
Woo2-51 U-tsdo-asi 28 23 a8t
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Analysis A&B

Mmrechnun%en

Polar — Normal,/Kartesisch

2= rewz
=r(cos g+ ising)
=(CoSY + LFSinyg

3
Bsp.: 2=3¢

2+ 3(cos(3m) +isin (3T)) = 5(-@ E

Ya+ib=2 <> z:=a+ib

i=X+i\’ > 3 X"—‘,z +2ixy

= xz_‘r=a’

Zxx1=b

Wic\/\* e E (32,\,\ sdrod ke

/\) %mm:)((lb:
SMX) = - smex) QV\juwh
LOsWX) = Lost-&) 31,(«&

2) ?Luod,(zi\c?\':

SV = Sin (X +2T) T - s (xe2w)

— omaloy for o fan

3) \’vamm@
Stk + ‘;'
ny

(oS + o

)= @

== St

Alina Popov

Normal —» Polarform

2=a+ib

AR

1.k4 Quadrant @=arctan () falls x>0
2.Quadrant  y=arctan (L)+T fas xcon yzo
3Quodrant  y=arctan (&)-T fab xcoNyco

VRN NPE AR NI [E-D WE B o

2.Qudr.: -ﬂ-w =tang —arctan-1) =%
-Dz:e%wl

. . 1]'
W= e e gttt % ,wobei n=04,... k-1
4/k i.‘%r
2 =r1/k lv% +~ 1
« Ul
2,or vk et Vi

Bop: Vet r=VASAT tan gt —arctan()=4T - 2=geh™
3T T - 7% T % Y YT g Yoty
et 4T,
%/? ev.,vm/,n =2, 9{? eﬁ/.zlri
¥ wir kinnen nicht mehr als 2m haben
> Y7 (Br-wa-}



Analysis A&B

Alina Popov
Jedes Polﬂnom pocr= QX"+ ga X" 4+ ax + ., kann in n Linearfaktoren zerlegt werden  sodass
PO = A (x-2)(%-2,) .. (x-24) (wobei 2, die NS von p0o) sind.)
Die nicht-reelen NS eines Potﬂnoms mit reelen Koeffizienten treten in komplex konugierten Paaren auf
VS rolen
Bsp: x*-ux'+9x-10:0 X,=2 Xa~2x+5=0
(C-ux® +8x -40): (X-2) = X*~2x+5 Kan® "—ﬂf—?—s— N . (T
-2 Xp= 22l xg=EpPtea-ai
- 2x’-+gx
~(2% +ux)
Bx -10
-(5x-40)
0
pLo= (%-2)(x-4-2i)(x-4+2i)
Fo[gen - (unendliche) Liste von 2ahlen
3eometrische FoLSe (x): w o q(.
rekursive | = 0,4
Besdlr@lbtms
arithmetische Folﬂe (+x): m =@+ o
=, +(n-0d,

Eine Folge (a,.)nkonversiext Genau dann, wenn ein L e R existiert fiuc das Sil’u km (an),L

Hinweis: FoL3en gegen *eo

Hichtie Folgen: - konvefﬂmt fitr 1x1<4 gegen 0 4 d\ver3|ext IXI>4

x=4 =~konstante Folﬂe x=-4 — osilliert
- konverauext fir p>o 0egen 0; o\iveraied fur p<o

Jede beschriinkte (obere/untere Schranke) und monotone (a.,2an.s /0n0ae) Fo\ﬁe. konvera\ej‘ t

Sandwich- Theorem

we Fol,gen Qp,bp mit lim @0 =lim by =L

4 Wem ein ¢, existiert, far dos Qg% Casp, dann gilt Lim Ca-L

Reihen-, Summen mit unendlich vielen Summanden /Summe einer Folse" (Za0)
Falls die Portiatsumme gegen L<co konver%iert,konveraiert die Reihe

-Hullfolﬂc als notwenduges Kriterium Tz.,\m\wp Redae

'nll_"‘l‘ 0.4=0 —>Konva3ent moal"dl— Sk oo o \wewu-aw&_ \:o\&;_ wnd @, ‘=‘0 “Oue s

'hm @, #0 — Reihe divu'giert dawa 3& 2 %29 b o, W 2 %:bn

Uichtiae Reihen

Harmonische Reihe : 5 & — k.°nve.f3'leftnfﬁr §>4 Potenzreihe : k;,ck(x-a.)k= Co+ Ca(x-0)+ € (x-0) + Cy(X-0)"

=1 dwgua-t fir 544
Geometische Rehe  Uemn <0 % g4 — 6,7 3.~ - Tede Potenzrahe besitat inen Konvergenaradius : R lim |22~ |
Wenn 1g1<1 — s= Za,. 4_ (a-R;a+R) -Konva‘%emmtervall I
4 L an den Grenzen unbestimmt—, Grauzone lim o Wil | 3

N300



Analysis A&B

Alina Popov
Konvagmzkriterim
- genge e,
‘2.0 borvergiert <> | Lim | %32-124<4, qeR ‘Wenn (by), existiert, sodass 1a.q141bal ¥ne IN
bei = 4 keine Aussaﬁe mbSlAch undt |2 ba=L = 2o konvergiert
‘Tan konvergiert <= Lim Viaa "<ped), peR ‘Nenn (bn)y existiert, sodass 1aa121byt Yae N
bei =4 keine. Aussage moglich und |3 by divergiert = 2a., divergiert
Grenzwerte
cewmm L ¢ lentewt
Uman-A; limba-8 -lim ‘;%z—' hochste Potenz ausklamn
slim(antby)=AB L, i ;n_m (e ) 2.4
A3 {eBe Bsp: Lim 21 = Um 56 g nhwg 3
'}\/_\!!\o (a-n'bn):A'B \Ao
2lim (*%ba) =¥B ,ba,B#0 -Lim TRGgd ; Tprqn
* V-
-,l‘,gg Cop=CA L
iE'_ 'v/_‘g-u -x  V-n s Xy %
Bsp: Uim " Um T e ©
-+ \a) - P
) lim J;—!= 0 ,x€R 5) lim (44 %)= €
Hlim ' =4
) lim Potenzrainen
: lmfoo= lam{(xs L —rechtsseitiger Grenwert = £ o ¢ o w o Zuees c
x2C Sd 0:20“2:% "§~:—f:,,, Sy T Z‘(-A) (:“*A)‘:‘&-g »g-)-
Limfoo=limfoo= L — I,inkssei‘ciga‘ Grenewert "
xnC X=C k s tn 4
laax)= Z(-a) Lo=x- g*g £ CObx‘Z(‘4) —"“‘)"('if"i(’x
Ein Grenzwert Umfoo existiert dann, wenn limfox = lim foy »e o v
D R injektiv surjekdiv bijektiv

= GO 00 | GO
xn—»u-f(x) —

Nur 1 Schrittpunkt mit einer (rom%e =image) (Umkehrfkt . mbﬂlich)
belxebigen Horizontalen L‘_.

-l.inksaekrammt froozo
- rechtssckrant  fro0%0
~jede Linearkombination 2weier konvexer/ konkaver Funktionen ist wieder konvex/konkav

s %2 x, »fx)£f (- pachsend ; x,>x, — f(xp=f(x,)-fallend
strenge Monotonie = [n\"ektivitﬁ.t = ftxy<fexy -wachsend : foxo>fox,) -fallend,

it it
. erod . - - . -€ T
for=-ft-x) — sineo und x5 sl = 5 - sulo= 5(& - £ ) = —tsmtit)
i€y -
foo=-foxy — costxr und xF ot o=z (&%) = contitl
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Alina Popov
Ul eonlctionw
fov=ax-by+c WueX {THun={"ofr=x
04-Streckung ; 0<a<4 ~Stauchung in y-Richtuhg ; -a.-Spiegelung "Wye? HT gt 1=y
b-Ve:schiebun% in x~Richtun3 -(x-b)-rechts # (x+b)-links Tl § sldkig wed bigddiv
c -Vexschiebums in «3-Richtuh3—~ ¢>0-oben # c<0-unten
Umkenrflt. goo=f"0x0 ~ Spiegelung an der Ursprungsgerade y=x
l’zi’ma'f(xﬁ)lszomf(a) —{muss bei a definiert sein T‘c""
€-8 - Kriterium: { stetig bei a eD <> ¥e>0 15>0 |¥xeD Ix-al<8 = |fon-fia e !
3 fikr]uies&aibtesd' | i %
Verknikpfung von ste’ciﬂm Fut. ist steti
Im kompakten Intervall I (abg&chlossen k beschrankt) nimmt  sein Moax./Min. an
hebbare Definitionsliicke Sprungstelle keine Definitionsliicke
4 4 y 4
lnfoo-tgfio |/ L [ | g
[- % x L3 x -9 ¥ o x
2wischenwertsat?: Se §:rab1—R eine stetise Fikt. und € eca,ba beliebis ,dann 3ib’c es Ixefabl mit fu=c
Bsp.= 3(x)=w/3x-n +2.5iN(x)-X- %=0 - 3(x)=-\/3x-u +28IN(X)-X = %
D={xeR|x21}; gon st auf Dstetig
Esgittua.: 3(%)=o,s4 $ g(w=-269<3 =dh. esgibt ein x* mit Scx" =5 auf dem Intervall C%;4]
Damit {' existiert, muss f auf (a,b) differenzierbar und auf ca.ba stetig sein
Aus dem wird der lim {oeh-te. b
0
Ab[eqtulnasregeln L\Jichtiﬁe Abtdtungen
A(u-v) =wv+uv'
(4 = Wisuy' (e"): =" SIN*00' = 2SIN0ACOS ) rcsingo's s
I alix)= ai{am) ') e 008002 -200s00SINCN Qrccos (XY = =
= . 1_A = 3
R e '= 5 tan(x) === 4+ tan* (0 1a-x
Wit Sine)' = €08 (x) oSSy arctan o' =4
F1(§60) o 1+x
A COS(X) =-SiN(X)
] ) =
oo r
Mittelwertsatz: Sei fouf Ca;ba stetig und diffbar auf (a;b) , dann existiert 32 € (a;b), sodass { '(z)=f%f:@
o In’terprd:a’clon
£0 -
7, Die Tarﬂcnten alles dieser Fkt.
o 7% haben die gleiche Tangentensteigung wie f@
T e ax b

Bernoulli - (* Hopital ——Tm
Nur anwendbor bei limfoo —Problem 3" ¢ "5" | ¥ g =,(<"-ﬂj_3'(x)




Analysis A&B Alina Popov
~von § 2um Niveau ¢ ist die Menge aller Punkte (xyim Definitionsbereich , firr die gjlt -

+ fxy> heipt an der Stelle (x.,yo) stetig, wenn.:
fxo, Yo definiert ist

lim ﬂx,\p existiert
[ X)L

Um foxyr=fix, yod
(x.y)*(x.,y.\
Pactielle Differentiation,
£- yals Konstonte annehmen und nach x ableiten
-j\,——» x als Konstante annehmen und nach 3ablej’cen

BSpr f(x = Xy +y+sIn0x)
fx txyh= 2y +COS00
fyoop=x"+4

Die partielle Ableitung {y(a.b) gibt die Steigung an der Stelle (a,bv der Tangente on die Kurve,, welche wi als
Schnittkusve des Graphen von § mit der Ebene x=a echalten

Falls die Fit. stetig und differenzierbar ist, ist die Rejhenfolge, in der die partiellen Differentiationen nach den einzelnen
Variablen durchgefiihrt werden, nicht entscheidend fir dos Ergebnis

fuy 0.y =fyx (@, 0) — wenn gilt: df={, dx+ £y dly

-l =f (xlﬂ) — erst nach (d'dann nach x ableiten

S ¢ (4x) — erst nach x,dann nach y sbleiten

BSP® (=kn(1+3) S(B=h+cosiart) N(t)=2+sin(art)

) _ de _d2 dx  dzdy
2:foey)=f (g (o), hid) Tocd dgdt g€ ﬂf du

’P\’Ud“‘l"’ﬂlﬁbl k dé )
éi‘x:o ““x") x:: Vi + wed ;Ixﬂ‘ d_=k m T)' NS ) gt =-2usin(amt)
. AN
o7 fam- flm
. = dc W (—zrrsm(mt)) e SN — ey ATcos(amt)
2 A
usammenfussung oller 4. partiellen Ableitungen * weok i Wadnsken Steigur nebu= V42 o,

« steht senkrecht auf der Niveaulinie
- 2eig in Richtung des steilsten Anshegs
- die. Linge des Gradienten | viaoyl, gibt die max. Andaungsmte in diesem Punkt an

11



Analysis A&B

F\ndwngsra’ce an einem Punkt der Fkt. { entlang eines Richtungsveklors i

°der R|d\tung,svel<’cor muss dlabei norme:t sein, also 1ul=1
G (8) — Eurte v oy Ty (0

Dzfa b= viap) €, =lvf@bll- niLi-cos (oo

— ->

B Dafua), focy=xy+y? a=2%ev_= 22 42,- (%)

ey g ay =Xy = vi=(dsy) it xo4 und y=2 vf= (&)

>

Daf)=(3) (%)-—-_=-—--9x —> Anderungsrate bei {(4.2) in Richtung &= %)

Alina Popov

Die Tangentialebene an die durch {(x,y) bestimmte Fléche mit Berithrungspunkt (aby ist SeSeben dusrch

2-{(a, b3+f (a,b)(x- a)+{\, @byy-b>  — 24 Taylorapproximation

Reﬁaa\z
futwert  inx- ac?%\ms in y- R'Qntung

beschreibt dos Verhalten um den Berithrungspunkt mit dem Graphen

Bspe f(x,y)=x/y bei P(al- 2)

{,‘(x,y)=q s Fybayy=- L f3-D=-45, fx3-0:-05; f4(3,-0=-015

2=-45-05(x-3)- O,"rS(\;'fl) =-45-05x+45-035y-45
2=-05x '0,'1-55‘ 15

Tixp=fa b N .
— - B
Tcl\ngw*iokdom

1) Definitionsbereich bestimmen — %ibt es (nicht) hebbare Definitionslicken.?
2) S’tetigkejt k Grenznerte

3) Sﬂmme’crie/eﬁnltm

4) Kritische Punkte — {',f* & " (Extrema(lokal kglobal), WP, SP)
5) Kriummungsverhalten — konvex:{*>0 , konkav: {*<0
Optim'\eruns (Vorgehen)

f)Formel fir die 2u optimierende Grope aufstellen

2)Formel. fir die Mebenbedinaung oufstellen

3) Reduktion ouf eine Variable

4) Definitionsbereich bestimmen

§) Bestimmung des optimalen Werts (globoles Extremurm)

foo | oo | 00
Maximum 0 <0 -
Minimum 0 >0 -~
R-L-WP #0 0 >0
L-R-WP =0 0 <0
Salid.pu(\kt 0 0 =0



Analysis A&B

Approxination

Lineare Approximation — Tanﬁe,ntempproxim‘r‘

too=f' (x.,) (X=X *+f(x — 1. Ta“\orpo\s‘jnom von{ an der Stelle x,

x + b

Dlﬁerenhal . df=Poxpdx

Alina Popov

. K . .
am Entwlckhmsspunkt Xo: F(X)= éf( )(x,)%!(x-x,)+<n1—4)!{‘“ D x-x" ! = P+ Rngx)

L Je mehr Ableitungen, desto besser die Anndhwms

um den Entwidxw\ﬂspunkt a : fa+fax-a)+ F{" @x-ar+ ¢ " @x-ars.. 1:2:» f

1) Toylorreihe konv. ¥xeR
(& ) 2n+4 3
sin(x)= Z (2,n+4)' x = x- L + s_xls“'

(-
coscx)=Z 2n! " =TTt

2
e*= Z—r 4+x+x—+3—l+..

Bsp: a:74 ; n=u
x="%
fzcosy — o

f'oa=-sin) — -1
f*e=-cosr— 0

f™00=sin0xy — 4
" mscost) — o

Konveraentradius R="00"

Resttherm

Kk 1
Crarig x-a

? delorrdhe konv nur {ur X € (-4;1)

5
-
*
\-/
M
ke
x
I
x
1
[x
+
v|x
:lx

; . .
7=Z X=X+ xiexde “— geometrische Reihe
n=0

(ax)'= n; (R)x™= 4+ px+ BR2Dx%s .« Binomialreine

Tx)= costx) - sinx)(x-%)- “’i—""(x-"/z)ﬁ ﬂ%f_’(x-%)‘+0°6u_!m(x_‘f/z )'=0-(x- %)+ L) e G+ 4 %)

(als Potenzreihen dargestell’c) (f(x)='§, anx"

Hultiplikation : fexy- gtxr= ,i( ‘(Z:oakb,._k) x"

; g(x)=’§b,.x")

Tesmweises Ableiten f'(x)='g na,x"" (wenn x im Konva‘aenain’cervau. Tist)

b

b -
Termuweises Inteerieren: Jfoodx= 2 a{ o x"dx (wenn x im Konvergmaintervau List)
o

(-]

Eatremstellen

Notwendiges Kriterium: vfoxy)=3
Hinveichendes Kriterium: Hesse- Matrix: H=(f2 fyy)
L, Diskriminante: Dia,by= {, fw - 1(*7

Bsp.: fuy=2x* -3y + 6x* - 6y*

fx )= 6x* - 6xy +42x fyoxayr=-3x* - 42y

Minimum : Da)>0 und fux(aby>0
Maximum: D(a,b)>0 und §.(a b)<o
Sattelpunkt : D(a,by<0

D(ap)=0 keine Aussage

fxx (X, )= 42% - 6y + 42 fyyxn=-12
fxy X y)=-6x
A2x -6y +12  -6X
6x -6xy +42x H=
-3x* -‘!|13 ( - 6x '41) .
DOx,y)=(2x - 6y +42) (-42) - (- 6x) =-A44x + F2y - 441 - 36x* 12

vf=0 fir x=y=0

D(0.0)=-4uy <0 — Sattelpunkt bei (0,0)



Analysis A&B Alina Popov

Dferentialgleichunger

N bn
H=Z° a,,(x)(a%)" foa=s00
L. Ablei tuns

BsP.: 5""(x)-l|3"'(x)+55"(x)- 4y' GO+ 4y (=0

Linearitat '
aDGL ist Linear, wenn die Koeffizienten konstant sind. *"-Ordnung,mear* homogen.

Homogenitat
=DGL ist homogen, wenn s(x)=0 ist
=DGL ist inhomogen., wenn stx1#0 — soo kann Konstante/ Faktor sein

Oro\nung
=Ordnung einer DGL entspricht: der hichsten Ableitung

Uneare,homogene DaL

oDGL der Ordnuns N besitzt N L'cistmssfunktionen_ fa00, ..., f00

é’ anso (& Fonr=0 Bsp.: DGL der Ordinung 3 — .1, 1,
| L Linearkombination. F=af,+bf,~cf,

N Fmdam’calwsmaen
{0, ..., fu00 —»{m=§° Br falx)

=Euler'sche Ansate Bsp:  x@-x@=0 |xthhze™ x(tzAe™ xi(b=yeM
okonstante Koeffizienten! = a,00)=00 Ret = oM |:e*
Ansatz: fuo=e™ =1 | =
A 00+ R f T+ ragf=o Mzt Ag=-1
lEuler'sdwe Ansatz — x(b:et x=et
anXe™ Qg AT+ 0 e =0 = x(b=Aet +Bet
e

A" +an A4 ag=0

Bei komplex -konjugierten NS 3(x\=e""‘(ﬂ cos(Imx)+B(Im-x) | Bei mehrfachen NS: Yoos Ae™ + Bxe™s (xte™+ .

ﬁsp.: X1 -2 +x(H=0

Bsp: x"(B-6x(Beasxtr=0 | xth)=e™
Met-ogateee™ <o

t t
Ne-gre’ vase™ =0 |.eM

-6 +r__,25 -0 | Mitemachtsformel A'-2A"+1:0  |subst. und p-q
A‘.'g: 33Y9-25 /\q_-fi /\;.q='1
x(£)= A + Bte™ (et + Dtet < (A tB)+ et (C+tD)

Ay=3*ul Ama-ui
— %= éami)t ’?.&)= és-ui)t
= x,0)= A (cos(ub) + Lsin(uty)
%2 ()= Be**(cos(ut) - L sin(ut))
x()= € (C cos(uty+ Dsin(ut)) .
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X" -x®)=0  x(0)=4 x'(0):=0
x(t)=Aet +Bet

x(0)= A+ Be’= A+B =4 —A=4-B

X (b)=Aet-Bet =0 }A B=05
x(0)=Re’-Be’=0 — A=B

xth=05et+osBet

DGL 1.0rdnun3

dz _ _
d“-ztj 2(0)=4

%d‘z: 30\\3 |j'

Bsp.:
;‘i =f@-q00 |-dx [fap
fody=goode | |
J%dﬂ= [goadx

1.Fall: Wenn 3‘<x)={(ax+bn+c), dann U=ax+by+c

Vorgehen.:

wod:= ox+b\,+c

M
ax =0T
: %= a+bfw .da x nicht votkommt
. oyrodu _ . =25 w0 =1 _ . ($)
Bsp.: 3-;“3_13 X+3 5(%_) 3e x+c=zln@u-1) |-z e
ax+e_,
U=2y-x+3 3_ u+x- e,md = 2U-1
W=ay-4 Y=L u‘M eu *c_=1(29-X+s)-4
. u| 44 e -HS-ZX*S
wsy — w=o - U= 2u-4 Te”‘“?x-s =cezx+% )
du _
dx -1 3(5{)=ce5+%--§—=—5e5

dx= s dut ||

2.Fall: Nenn 5‘(x)=3(-’-) damn =3 > y'=x-wrn

n@= 7y ¢ lef

Alina Popov

ulu-1) =

Alu-4) +B-u=g
Uco = ~A =4 DA=A }=>._ =S
U=4 = B=1

z(q)-ejf" e
20=e% ¢ =1 g

Y- et

|w= 2y-x+3 (resub)

xX_5

5
ce = -3e5—> t=-3 — a(x)=—3eu+—z— "

—=4,<(3(u) w)
Vorgehm Bsp.: ) \
W= 9(”\,/"‘ ‘dl=‘i4x=2?("5 , Ywr=40 xdx=ggou |
&:&: ~x =a(u)'u _l — =u.x — "-X'bl:""g' e |=x.w+u M(X)"C"‘ m(u‘S) Ie'(\
o N B ST e=u-5 lu=2 (resuby
oY .y x-—u =5 (resub.
du _ gw-u w=-Fr ¥ JYe X
df: dx [ dx X-W+l =2U-5 xe=
gwud x> Lsg XW'=(U-5) 5tx>=(X-c+5)x
du . = = =
X G =U-S |Trennun3 der Vorioblen Y= ¢+5 =40 — ¢=5
8

- 3()0= 5x(X+4)
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Inhomogene DGL hoherer Ordnun%

Variation der Konstanten

* Anwendung: 2um Finden. der portikuldren
L('Ssunﬂen einer 'mhomogenen DGL (mit Storterm)

g an(ady)" fexy=8(x) \
homogene Lsg. fa00) st ga,,(ad;\" foo=0
L partikuldre Lsg. fpuo lost gan(a";)"f(xF S(X)

) Bestimme Lsg, der homosenen DGL

o= fe”
2) Annahme, dass auch die Konstante A auch von x abhéngt
Yp Axoe*

3) fibleitungen berechnen
Yp(xr= A0 e*+ Avoe”
y) Einsetzen in die Ausgangs- DGL und owflosen

Y0O=Un+ Je

Bsp.:

X'+ 8x= oS (Wh)

Xp): A+ 8 =0
A=-8

xp (0= A h

Xo(@®= Are™

xg 0= A D™ -sABE™

Alina Popov

Einige niitzliche Ansitze

Rechte Seite der Diff.-gl. / Stérfunktion

Ansatz fiir die partikuldre Losung

Polynom
s(t) =aop+ ait + - + ant™

Spezialfall: 0 ist eine m-fache
Nullst. des charakteristischen Polynoms

y(t) = Co+ Cit +--- 4 Crt™

y(t) = (Co+ Cit + - - - + Cpt™)t™

Exponentialfunktion
s(t) = Aekt

Spezialfall: k ist eine m-fache
Nullst. des charakteristischen Polynoms

y(t) = Ce

y(t) = (Cekytm

Schwingung
s(t) = Asin(wt) + B cos(wt)

Spezialfall: iw ist eine m-fache
Nullst. des charakteristischen Polynoms

y(t) = Cy sin(wt) + Cy cos(wt)

y(t) = (C1sin(wt) + Ca cos(wt))t™

x()= et + 5,'1 3 &t (Scoswt + wsinwt) +¢

A

A -sawe™+ 8 Ae™ = cos (wt)
ABES = coscwt)
A= w:.‘—ﬁb = coswbye®t |§

Al =57 & (Soosust + wsinut) +¢

Wann welche Losungstechnik?

Ordnung?

1. Ordnung

Form y'(z) = f(y)g(x)?
— Trennung der Variablen
Form v/ (z) = f(ax + by + ¢)?

»Substitution u = ax + by + ¢

Hohere Ordnung

Illlll»ll]l»g(‘ll“

inhomogen

Homogen in den Variablen?
—Substitution u = ¥
Inhomogen?

—Variation der Konstante

homogen
— Eulerscher Ansatz:
charakteristische Gleichung

Fundamentallosungen

Anzahl Fundamentallosungen

entspricht Ordnung

— 1. Allgemeine Losung ),
der dazugeh. homogenen Diff.-gl.
Eulerscher Ansatz!

» 2. partikuldre Losung v,
durch geschickten Ansatz

siehe ]vl])(‘:jl"

» 3. Allgemeine Losung y = yi, + v,
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Sas’ceme von DGL

Alina Popov

* wenn in einer Gleichung nur eine unbelkannte Grope vorkommt
1. Die entkoppelte GL. Wsen und das Resultat in die anderen Gleichungen einsetzen
2. Rand - und Anfangswerte am Ende. beriicksichtigen

1. Eine der beiden Glejchungm wicd nochmals abseleitet

2. Resultat so umschreiben doss

DGL Ordr\uns U\bﬁs bleibt

3_Einsetzen, umformen & Rand - und anangscoer’ce am Ende beracksid\tism

Bsp.: )'(=-1\o
-4
Y=z

X+X=0

N+4=0

Azt At AL

X = Asind+Beos(t)

x (0)= Asin(0) +Bcos(oy =4 — B=y

%e-2g— %=-x

X(0)= Yy

oo § Pabrmece

A o
x(£)= Asin(t) +ucost) 5(o)= 3 C05(0)-25in(0)=0

()= Acos(t)-usin(t) A=0

X _A e )= Ycos(t)
==X o y)=2cos)r-2sin(t) X(
Y=-2 ~y=3 Y= 2sin ()

Tehtorfelder

Richtungefeld: in jedem Punk der xy-Ebene wird der entsprechende Wert der momentonen Veranderung; durch einen
entsprechenden Vlektor eingetragen

Gleichgwid\tslbsmgm:

— gtabil, falls fiir Jede L53 2(xy von der DAL mit einer Anfanasbedm%ung,@l’c

Vektorfeld 2ur geg. DAL uordnen:

1.DGL Losen

instabile GGW-Lsg. - Vektoren 2eigen weg von der Lsg,
- Veltoren Reigen ur Lsg. hin

tinweis: €,=(8); &y=(%)

2. GGN-Ls%. bestimmen: Konstonte ¢ gegen O und oo Laufen Lassen
3, GGN-Lbsumgen in den geg, Velctorfeldern aufzeichnen und mit DGL-Lsg. vergleichen

Bsp. Gegeben ist das Richtungsfeld I?(x,\p= (Z’:’,:’;) , berechnen Sie die Arbeit SKFo\p ,welche entLang des
Weges von (2,0 2u (0,0) verrichtet wird

Wit wissen: Fye 2Xy*2 — j2xy+zdx = yx"+zx+3(5)= Fox,p

=>Fy )= e gy = Fy= x4
= gwp=1 1§ = gy-y

= Fouyp=yxi+ax+y
F0,0)- F(2,0)=0-4

-y
10
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*Ist die 2u optimierende Flt. stetig und der betrachtete Bereich beschranld und abgeschlossen, wird sowonl
das Hinimum als auch dos Moximum angenommen.

* Die Nebenbedingung kann als Niveaulinie einer geeigneten Funition gox.y) gesehen werden.

« I optimalen Punkt beriihren sich die Kurve der NB und die entsprechende - = ‘ ‘ ‘
Niveaulinie der 2u. optimierenden Funktion tangential 12 panbadingung . /

{ a(xy)=1.5 '3,
— die beiden Gradienten #f und vo sind parallel { Gt
> w/
TR

Vorgehen z2um Losen

L6S aufstellen {vf Mg IIL :;: Bsp: hx,ﬂ)l::»fs)u(g-s::; Gouyd=xeyt £ 2
gixy=c Igxy=C vf=(e) va=(&)

Nach 2 umformen i:,"g) (%

A einsetzen,um x oder y au bestimmen , odur i die T wawn singln Xay-220

x oder y in die NB einsetien, um y oder x 2u bestimmen L: 2x+6- 2AX=0

Die berechneten Punlte in f(x,y) eingetzen — Min. und Max. bestimmen :IZ):!+;Z:Y°° } itk fiir 14,4y und (4,-0)

£ (-4,4Y=8 = Minimum

Nenn NB als = bew. « gegeben ist : den inneren,/cuperen Bereich iberpritfen| §(,-4y=32 —Hoximum

vf=o . ’ T
) , . T mneren/aupam Bereich iiberpritfen
gefunder\e Werte fiir x und y in NB einsetzen und. thhgl«a’c Uberprisfen ot (zz‘,; ) 0 = xeayye3

g(-3,3)= o= (-85 + $=48>2 7

nicht erfiillt
Nichtige Inte%ralf::
Jx dx= g < 4 J% dx=tnixi+e §lnoodx= xtnoo-x fxinood=x* (e 1)
fe duservc fa¥dx=& e
§sin x dx=-cos x +¢ fecosxdx=sinxse  ftancadx=-lnlcosxdl  §eotoxdx=lnIsinexyl
Joex dx=tanx +¢ s Ox=-cotxee  Jgmdx=Forcton(X) [z dx=ansin(E) wenn ix<ion

Partielle Intesration

Bep.: fsinioe”dx= e*sinto- feosine”dx ; e*sin)- (”cosx1 - [e*-sin ) dx) = e sinexy - €*00s ) - [e*sinoxdlx

L
g=e*~g=e” 6.=ex_. g-e”
2§in ) §'= 0$ 60 .
=05 () >4' =-sinvo Fe )
C\us{'re,ge,\.

Jsintoe®dx = eXsinoxy- ecost - fesinoadx |+ [esinoodx obluiten by
L-> \ > A > T > E

nverse T E.
L°5 Wikt P«J o~ b \J

— 2fe*sinedx= eX(sine-cosex) |2

fe*sinody = 7 e*(sinx)-cos (x))

13
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Intesration durch Substitution

f frgon-g'oo dx; ff(a) d}j
SuBs’c.ans(x) - % =g'0 —dx= 3%%

Bestimmte Intesration,

j’ a6
af(stx))-g'(x)? Ju )f-tx)olx

1]
Bsp.: flxe"l ax : of e dy= ce's,

Subst.

\’:: x"
1"-: AR —> dx: i‘l
dx

22X

o A
Uneigentliche Integrale: é foodx= }in;\, | $oadx

V=1l'-_[!2fo<))z dx

Doppelintegrale
In’cegra’c'\on iber Gebiet G — R*

ﬁG fdA =§tfl\c(x,\p dxo\ﬂ —
Ya ¥a

Bsp. 2(x,y)=2sin00cosy) ;, 0£x£™ , 05y<™%

resub. 4

b o
‘ {$o0dx =-{ foodx
o b

M= :urj"{(x)-‘h*(foo)l dx

Alina Popov

2 1(4 R R =4 _.
Bep- fa.‘+x* dx = EL*"; dx;azjﬂu‘ ade =@ Grctant
o

u== %*%: é —de:adu,

c b c
[foodx= [ foodx + jf(x)dx azb=c
o o b

[~ 3
\AV\Sn.mdyI J-a {-(xlo\x:O | 'f(xl=--[-m

qurode ! I::{Q‘)«\x = i’fo,fu’ehf ' fw =-foa

fo=2 fﬂx)dx

(Re)hen{olge relevant)

. %
v='f'j4'zsin(x)cos(5) dy dx =‘§23in(x)sin(3) |:" dx = é 2sin00sin (%) dx = -2c0s00sin () |1:"= asin (=17

4:Foll : y-Werte beschrankt dusch Fut. in x:
« Definition der y-Grenzen mit x
«Nan muss auerst nach y integrieren — dydx

2.Fall: x-Werte beschrinkt dusch Fld. iny
 Definition der x-Grenzen mit y
«Man muss auerst nach x integrieren — dxdy

3 9 9 i«
BSP \|§o l\'l%S\n(x Ydx dﬂ =x§o \fs;o 55‘“()(2) dﬂ dx

Far Mittelwert Tq von f ilber G haben, wir | fo=7- § £ d

Bsp.: y=1x beschrinkt von oben, y=0 von unten
1 I<'= y

=
§ ) fouysdy M_,

Lawft von unten
nach oben

Bsp.: y=1x < x=y* beschrankt von oben, x=x, von unten

:SS Foxp dedly 1 é

Ix'=y

-

b
[.5\/94, Ciner kuwu l: Q\I'ﬁ"( ‘W) A

14
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In’(egra’(ior\ in Polarkoordinaten einer Funidion in 2wei Vosiablen

Bei der Integration in Polarkoordinaten gilt:

2

r=rcosp, y=rsing und 2?+y>=r

dA=rdrdp respektive dA=r dp dr

Die Grenzen des dusseren Integrals konnen nur Konstanten sein.

Die Grenzen des inneren Integrals diirfen von der Integrationsvariablen des dusseren Integrals abhéngen.

. J

ﬁﬂ foydA= S.SQ{ (r,rdrdeg

2 2u 2

Bsp. @ ﬂA sin (x*+y*) dA = J! sin(r*) rdrdg =°fsin(r‘)-r«{ |:' dr =§ 2nr-sin(e®) dr = wr* (-cos(r*)-;f;)

K
]

= -Teos(r?) |:=-noos(m+1r
=T (A-005(W)=52
@ xy=roosy-rsinyg = r* cosysing

A7 it 2 T, g 4 b, 2 2
§ '{5 " xy dxdy =§ L r*cosysing rdy dr = ofr‘--%u;s‘qtv dr =§-{—(-‘,;-4)dr =a[‘qr‘o\r=4-‘§r“|°=1

Spezielle Funktionswerte der Winkelfunktionen

2

1

3n

0 7 )1 1 2n kS 7 e
6 4 3 2 3 4 6 4 2 i
0%:.1:302 45° 60° 90° 120° 135% 150° 180° | 225° 270° 360°
i o [z [3vZ|3va1 [3vi [3vEZ |3 o V2 -1 0
s 2 277127 2 2°° |2 270 T
08 WA AE 0 : Lva|-tva| - L3 lo 1
cosx 7V3 5V2 |3 -3 —5V2| -5V - —5 V2
tan.x 0 é V3 |1 V3 - V3 | -1 4 V310 1 0
sin & cos ton k cot
Y )
y (‘ Periode t -
14~ el 2 1. Quadrant = 2. Quadrant | 3. Quadrant | 4. Quadrant an x
SN sin(z) cos(z) ~~ / ‘ cot
1 / \ /
i ) 1 X X
-180°/ \_-90° 90 180 270° 360°/ \_450°
0 7 K \ 7\ ¢ N
x 74 \ Y \ D . : s >
1] \\»4 /n 2. a0 Y T4 3m w7 3 9/
2 N/ i £ N ' N\ 4
/( X -1 X A A
-1+ /\ /\ / A\
/ \ / \ / / [
/ \ 12 / / /
Darstellung einer Winkelfunktion durch eine andere Funktion desselben Winkels
. . - Sintx
Komplementwinkelbeziehung: sin x = cos (90° — x); cos x=sin (90° —x) ’can(x)- m))—

tan x = cot (90° — x); cotx = tan (90° —x)

wtrigonometrischer Pythagoras*: sin?x+cos’x=1

s 2 N 0 B sin?x 5 1 —sin?x
sinx=1—cos?x cos?x=1—sin?x tan?y = = cot?x=——;
| —sin?x sin?x
sin? tan?x cos?x 1 ., l—cos’x 2 cos?x
sinx=——->— X=T—— tan?x =————— cot?x=———>—
1 +tan2x 1 +tan2x ¢ cos2x 1 —cos2x
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