
Mengen und Zahlen

Komplexe Zahlen
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Analysis A&B Alina PopovAnalysis Zusammenfassung
C C Intervalle

offenes:

a,
b a,b unbeschränkte Intervalle sindQuantoren:

- stehen vor der Aussage geschlossenes:

a
,b

immer offen
.. ·sind nicht kommutativ

halb offenes: a,b oder
a
,b

Kenngrößen Bsp .: A-ExeRx=sincal aeRR3 (Mz= [xR(x +x - 6 >03↳
Maximum max X

sup A
= max A =

;
inf A

= min A =-

*
,

=
- 312 I= (3,2)

Minimum min X
infill) = -3

, Sup(Ma) = 2

kleinste obere Schranke sup X CB= ExE2 x =

e
aeR3 Or

größte untere Schranke inf X Sup B = max(B =

;
inf(3 0-

&

I 2min B existiert nicht -

3M
+

43 + nne3
max

M

= Sup
M

= 4
; infM 3

min M: existiert nicht

Normalform: z = a + ib
a

, beR Polarform: z=
r .

ele
Im

.

z = a + ib zeh:z2z

a Realteil
,

b Imaginärteil eilos y +isin y

p b= r.sin(y) zeC:zazdac=
-

1

e
i = -

1

Re
r = za + Betrag

- i

Y Argument
·Komplexe Konjugation iz kann als Spiegelung an der reelen Achse in der Gauß'schen Zahlenebene interpretiert werden:

b
= Im

z Iz) · Pythagoras
- Im

z1 z,
- Zc

171 =V= =
. Re

(z1
- zz) =

1zz- Z
Dreiecksungleichung

a
· Re

z = a + ib Zz
(z1) + (z ,=(z, + 22)

Zu 21 + Zz
D

E zz = (a + (b)(a- ib)
· Abstand zw

.
2 komplexen Zahlen · Re

-a-ab-

Rechnen mit komplexen Zahlen

Polarform Normalform

Multiplikation: Zizz= reireritz ein a z+ w = a + ib + c + id = (a + x + ilb+ d)

z 2 .
w

=2.Division:Erel elete w
=

w .(wR

Potenzieren:

z
= reie keike

Wurzelziehen: z = zngillntatkal
,

wobei
k

=

0
,

1, ...,
n -1 *

H

wird in gleiche abschnitte Unterteilt Geometrische Veranschaulichung:

Multiplikation mit reil ist einerseits eine Streckung r

Bsp.: z = 3 + 21 ,w =
- 2- 5) Stauchung or 1

=3 gi
und andererseits eine Drehung um den Winkel 4 4 o &

; 4 0
= -

29 29
n 25

Komplex konjugiert
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Umrechnungen:

Polar Normal Kartesisch Normal Polarform

z = reie z = a + iD

=r Cosy+i sin r =

a +

=Ein & Quadrant =arctan a falls > o

A D
2

.
Quadrant =arctan à falls X201 y 30

3
.

Quadrant y=arctan l falls x <0 1 y co

2 2

BSp : z = zei Bsp :

2 Ci z 2 2 2 p

z = 3 COS(π) + isin (54) = 3 - Eine
2.

Qudr :
2 2 tan e arctan & T
2

2

z =

23 πi

Normalform Polarform

↑z =zkkgilk+ ink
,

wobei n=

0
,

1 , ...,
k

- 1
H

2

a+ ib z z

= a+ib
to = rkgiπ

z = x +

iy z = x
2
-

y

+2x za= kgilk + 12

= A +ib

x
2
-

y
= aCxy = b z= kg8 1

+ 4 K

·

Bsp.. r = +1 = tany 1 arctans z
= zentiI

3
2

e'4πi
= 2 3 g

4
3

6
y

250
y y

24
=

Zo

G

C e
2πi + 23

T
= 21

·2 e
241 3

z, °C
e

i

Wichtige Eigenschaften:

wir können nicht mehr als zu haben

· 22
-1712π,π - 2 =

- T1) Symmetric:
sin(x) --sinaxl "angerade"

(

Cos(X)=COS-X/ gerade"

2) Pereodizität
:

sin(x) = sin (x+2π) =
- sin (X +2)

->analog für cos,
tun

3) Phasen verschiebung

sinl



Polynomdivision

Folgen und Reihen
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3

Fundamentalsatz der Algebra
Jedes Polynom p(x) = anx"+an-ex" +

...

+ Ax+

a,
kann in Linearfaktoren zerlegt werden

,
so dass

p(x) = an(x -

z,)(X-z)...(X - z4) wobei zu die NS von p(x) sind

Die nicht-reelen NS eines Polynoms mit reelen Koeffizienten treten in komplex konjugierten Paaren auf
NS rater

Bsp .: x3 -4x2 +9x-10 = 0 X = 2 Xz- 2x
+ 5

=

*- 4x2 + 9x - 10: X - 2) = X2- 2x +
5 X2,3

=

2 = 84 - 4 .
5

->
2 = 220

2 2

*- 2x2
xz =

#i
= 1 + 21xz=

2- ni
= 1 - 2

2
- 2x2 + 9x

2
+ 4x- 2X

5x - 10

5 - 10

O

p(X)= X-2 X-1-21 X-1+21

Folgen unendliche Liste von Zahlen

geometrische Folge x: An=An-eq= a.q
- n- 1

rekursive =

A, G

expliziteBeschreibung Beschreibung
-

arithmetische Folge +x:

an
= An-

+ d =

a
+ d

=
a,

+ (n- 1)d

Eine Folge an konvergiert genau dann,
wenn ein LelR existiert für das gilt: im an

· ! = D = R
Hinweis: Folgen divergieren gegen o

Wichtige Folgen:

an
=x Konvergiert für x 1 gegeno; divergiert x

=Konstante Folge;
x=- oszilliert

An
n

Konvergiert für po gegen o
; divergiert für po

Jede beschränkte obere untere Schranke und monotone
an ant an Ant Folgekonvergiert

Sandwich Theorem

Zwei Folgen an, bu
mit lim an

= limbu = L
n - an

· Wenn ein En existiert
, für das an = =Dn

,
dann gilt, Lim =

Reihen Summen mit unendlich vielen Summanden Summe einer Folge", :

Falls die Partialsumme gegen konvergiert, konvergiert die Reihe

Nullfolge als notwendiges Kriterium Teleskop-Reihe
· Liman=0 -Konvergenz möglich Sei bu-

0,

eine Konvergente Folge und
an

= bu-buttn -

·

·Liman=o-Reihe divergiete dann gilt
...

n
=

B, Bren
und =on = br

Wichtige Reihen Entwicklungspunkt

Harmonische Reihe: s Konvergiert für s1 Potenzreihe: (kx-a =

C +x-a + x-

a
+ x-

a

divergiert für sc
Koeffizienten

N
N an Jede Potenzreihe besitzt einen Konvergenzradius: R= limntGeometrische Reihe: Wenn q = 0 1 suno9 9N

& a- R
;
a + R KonvergenzintervallWenn 9 S an

9 an den Grenzen unbestimmt Grauzone" R
=Lim



Grenzwerte

Funktionen
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Konvergenzkriterien
Quotientenkriterium Majorantenkriterium

genau dann,

· an Konvergiert Lim an 1,
qER · Wenn (buln existiert, sodass lanibul UneIN

n -- G

bei = 1 keine Aussage möglich und bu = an Konvergiert

Wurzelkriterium Minorantenkriterium

· an Konvergiert LimTani'p>1
,

peRR ·Wenn (bn'n existiert
,

sodass lan1=1bn1 Kne IN
n -- G

bei = 1 keine Aussage möglich und bu divergiert: an divergiert

(CIn(n)
na

an!
Rechenregeln mit lim Berechnung
Liman= A

: im ·im P! höchste Potenz ausklammere
· D

lin an br
=

A + B
· Bsp: linn inn --

in an .br
= A .B

· O

im an

pr
= B, bn,

B Fo Lim Up(n'tgin) .Wurzeltrick:

pins in das

pers-G(n)
Can A

Lim* = limx -xx-·

Bsp:

j X
i x =

X to X to 2x X2- n + X X to 2xUx2-4 + X

Good to Know

Lim (n(n) = 4 im =

1
,XER Lim (Pol1, Verhält sich wie Lim

n -. x n - D

2 lim
xR

5
n -. x

!

=

0,
XER im 1 + ex

-
=

1
3 lim En

n -. x Potenzreiken

Einseitige Grenzwerte: (imf(x)=limf(x) = L rechtsseitiger Grenzwert > t

ux =

O

1- 19
zu + 1

-
Xe = n

=11 ...
(22 + 1)!
- ...

(imf(x) = Limf(x)= Linksseitiger Grenzwert
n

= 0

2 x4
Inse+x) = 4My -

(- 1)
= X -+ COSX

=0Ein Grenzwert (imf(x) existiert dann,
wenn imf(x) = /im f(x) n =1

Definitionsbereich Zielbereich D R injektiv surjektiv bijektiv
(Domain) (Rangel

f:ID R ·

* I ·

y = f(x) . ..... ·

unabhängige abhängige Image Nur Schnittpunkt mit einer
f(x)

range-image
·

Variable Element Variable

. .

Umkehrfkt
.

möglich
beliebigen Horizontalen ·

Konvex Linksgekrümmt, f"x o

Konkav rechtsgekrümmt, f"(x) o

jede Linearkombination zweier konvexer konkaver Funktionen ist wieder konvex konkav

Monotoni- den
Punktsymmetrie: f(x) = -f(-x) sin(x) und yungerade sin(t) =eit-eit sinh(t) = >(et -

I E) =
- isin(it)

Achsensymmetrie: f(x)--f(x) cos(x) und
gerade

(0s(t) =

eit +
it

(Osh(t) = (et +
e 1 = Colit

2



Ableitung
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Transformationen:
Umkehrfunktion:

f(x) = a x -b + C
· FxEX f f(x)) = + " of(x) = x

a 1 Streckung , o a 1 Stauchung in yRichtung,
a - Spiegelung

· FycY f(f "(y)) = f of "(y) =y

b Verschiebung in x Richtung x b rechts x+b-links
·

ist f stetig und bijektiv

c Verschiebung in y Richtung c o oben co unter

Umkehrfkt. g(x) =f "(x) Spiegelung an der Ursprungsgerade y=x

Stetigkeit: (imf(x)=limf(x)=fas muss bei definiert seine
f(x)

f(x + E)

f(x)E-8-Kriterium: f stetig bei a elD FE 0 78 0 FxeDx-a & f(x)-fla) E f(x - E)

für jedes
E,

gibt es d
a - a

Verknüpfung von stetigen Fkt
.

ist stetig
Im kompakten Intervall I abgeschlossen & beschränkt nimmt f sein Max

.
Min

.
an

hebbare Definitionslücke sprungstelle keine Definitionslücke
Y Y Y
-

S &

Limf(x)=Limfx " ax
-- -

d A
X a

Zwischenwertsatz: Seif:

a
,b 2 eine stetige Fkt

.
und ce ab beliebig,

dann gibtes xe
a
,b mit f(x)=

Bsp .: g(x) = 3x-4 2 sin 2 g(x) = 3x - 42 sin 2

DEXER 33;g(x) ist auf D stetig
Es gilt

u. a
: g 0

,62 94 =- 2,69 c d
.

h.
es gibt einx mit gs z auf dem Intervall si

Damit f'existiert
,

muss f auf
a
,b differenzierbar und auf ab stetig sein

Aus dem Differenzenquotient Y wird der Differentialquotient limfixoth fixol f o

n = X

Ableitungsregeln
u .v UV+ur' Wichtige Ableitungen

C SI COS
c V

e p 2 Sin arcsin(X)
1

2

a" = Ina a cos acos sin
3 a(i(x)) = aci(x). ['(x) Arcos(X)'

In
tan tan(X)

Z

-

1
↑

..
sin COS(X)

COS2 arctanix)
Zf =

f'(fx)
COS sin

1
5 f'(x) =

f 1(f (y)

Mittelwertsatz: Sei fauf aib stetig und diffbar auf (a;b)
,

dann existiert zelaib)
,

sodass f'(z1 =
f(bl-fial

D-A

Interpretation
f(b) -

t(X)

-
........

" Die Tangenten aller dieser Fkt
.

f(a) -

F haben die gleiche Tangentensteigung wie f'(z
a d

Bernoulli-L'Hopital
Nur anwendbar bei imf(x) Problem"8""" im im
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Funktionen in mehreren Variablen 
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Niveaulinie - von f zum Niveauc ist die Menge aller Punkte (x,y) im Definitionsbereich
, für die gilt: f(x

,
y) = c

Stetigkeit: f(x ,y) heißt an der Stelle (X
.,

Yo stetig,
wenn:

1 f(xo
, yo) definiert ist

2 lim fex,ys existiert
(X, y) - (Xo, Yo

3 lim f(x ,y) = f(xo
, Yo

(X,y) - (Xo, Yo

Partielle Differentiation
G BSp .: f(x,y) = xzy + y + Sin(x)

&X als Konstante annehmen und nach x ableiten
G fx(x,y)

=

2xy + COS(X)

d
x als Konstante annehmen und nach y ableiten

fy(x,y) = x2 + 1

Geometrische Interpretation der partiellen Ableitung nach y an der Stelle la,
bl

Die partielle Ableitung fla,bl gibt die Steigung an der Stelle la,
bl der Tangente an die Kurve

,
welche wir als

Schnittkurve des Graphen vonf mit der Ebene x=a erhalten

Satz von Schwarz

Falls die Fkt
. Stetig und differenzierbar ist

,

ist die Reihenfolge,
in der die partiellen Differentiationen nach den einzelnen

Variablen durchgeführt werden
,

nicht entscheidend für das Ergebnis

fxy (a ,b) = fyx(a,b) wenn gilt: totales Differential df=fxdx+fydy

Höhere partielle Ableitungen -

&27

ddy fyx x, y erst nach
y,

dann nach x ableiten
rechts nach Links

Links nach rechts

=fxyyx erstnach
,

dann nach ableitenin

CD-Kettenregel BSP .: C = kln 1 +
S

S(t) = 4 +COS/24t N(t) = 2 + sin 24t
N

dz = f(x ,y) = f(g(t),h(t) dzdzdyd d = CS n
Produktregel OC 1 1 K dS

d = du:a Via in 6S
= K

1+S.
n N

=

N+S ; Ot
=- 2TSIR 2Tt

1 KS AN

Mittlere Änderung G =

k

1 + 5. -

N2 + SN i dt
= 2TCOS (2Tt)

# = flathl-fa KS-Sin 24t
N2+ SN

24COS(2Tt)

Gradient f

Zusammenfassung aller
1.

partiellen Ableitungen" f=(f) Wert der höchsten Steigung IIVfllfx+fy
· steht senkrecht auf der Niveautinie

· zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs
· die Länge des Gradienten fla,

b,
gibt die max

. Änderungsrate in diesem Punkt an



Kurvendiskussion 
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Richtungsableitung
· Änderungsrate an einem Punkt der Fkt .f entlang eines Richtungsvektors

ü

der Richtungsvektor muss dabei normiert sein
,

also u

1
Ux

u= en
Uxex Uyly U Y

UDEf(a,b) = f(a,b) · u fla,b ~COS
1

Bsp .: Duf <
,

2

; f(x,y) =

xy + y3 u=

3ex-4ey
= 3x - Yy = 5 normiert

5

Gy = y! x + 3 und Es e

Düf(1,2 = , .5 =

6
- 5 = -9 Änderungsrate bei f(,2 in Richtung ü=255

Tangentialebene-Lokale Linearisierung
Die Tangentialebene an die durch flx,y bestimmte Fläche mit Berührungspunkt (a,bl ist gegeben durch

z = f(a,b) + fx(a,b)(x- a) +
a
,b)(y - b) =1

. Taylor approximation
↳

Referenz-Steigung Steigung
flt.wert inx-Richtung in y-Richtung

beschreibt das Lokale Verhalten um den Berührungspunkt mit dem Graphen

BSP .: f(x,y) = x y bei P3-2

fx(x,y) =

y
; fy(x,y) =

- yz
;
+(3,

- 2) = -

1
,5;fx(3,

- 2) =
-

0
,5;fy(3, - 2) =

0
,75

z =

-

1
,55(X- 3 -

0
,75 y

+ 2 =
-

1
,
5

-

0
,5x +

1
,
5

-

0
,754 -

1
,
5

20,5x -

0
,75y

-

1
,
5

Satz von Taylor für Fkt
.

2 Variablen

T(x, y) = f(a,b) + fx(a,b)(x- a) + fy(a,b)(y - b) + 21 fxx(a,b)(x- a + fxyla, b x - ay - b + fyya, by
-

ba + ...

-

Tangential ebene

Definitionsbereich bestimmen gibt es nicht hebbare Definitionslücken?

Stetigkeit & Grenzwerte

f'(x) f"(x) f"'(x)
3 Symmetrieverhalten
4 Kritische Punkte fif" if "Extrema Lokal & global, WP, SP Maximum D O

5 Krümmungsverhalten konvexif"
o,

konkavif" o
Minimum O P

R-L-WP p O P

Optimierung Vorgehen L-R-WP p O O
Formel für die zu optimierende Größe aufstellen

Sattelpunkt O O p

Formel für die Nebenbedingung aufstellen

3 Reduktion auf eine Variable

4 Definitionsbereich bestimmen

5 Bestimmung des optimalen Werts globales Extremum



12

Extremstellen
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Approximation
Lineare Approximation Tangentenapproximation
+ f'o · fo Taylorpolynom vonfander Stellex

M D

Differential: df=f' o dx

Satz von Taylor am Entwicklungspunkt xo: f ↑fo on f" c
0

n

Pr Rn
k=0

Je mehr Ableitungen, desto besser die Annäherung Taylorpolynom Resttherm

n-ten Gerades

Taylorreihe um den Entwicklungspunkt a if a fa a ef a a "st a a a A

"O-gute" Approximation

1 Taylorreihe konv
.

xER z Taylorreihe konu
.

nur für xe-1;1

In 1 + x
=

E 4

Sinixen - .. -
& 1-134 Im

x
2

x
3

X
3

4 G 3 1
&

X X- X
COS(X) =

n=0
2n!

= 1 - * +

4! 6
!

+ ... Konvergenzradius R="o" 1 - x

-

n
=0

x =x +xx
... geometrische Reihe

exx = 1 +x + -

3
!

+...
1+x)P = 1px+P(p-1)y ... Binomialreihe

BSp .: a =
2

;
n = 4

x = T/z

f(x)=COS(X) O f"(x)= Sinex) ·

1

f'(x)=- Sin(x).
-

1 f""(X)=COS(X) O

f"(X)=-COS(X) . O

1
&

T(x) = COS(X) - Sinx) X-T-Cox) -sin() -- - -xx,

Rechnen mit Taylorreihen als Potenzreihen dargestellt f(x) anx
; bux

Multiplikation: f(x) .g(x)= abnke

Termweises Ableiten:f

Termweises Integrieren: nann wenn Konvergentin

Lokale Extremstellen
Minimum Da,b) 0 und fxx(a,b) 0

Notwendiges Kriterium: f(x,y) = 0 Maximum Da,b 0 und fxx(a,b) 0

Hinreichendes Kriterium: Hesse-Matrix: H **f, Sattelpunkt Da,bl o

Diskriminante: D(a,b) = fxxfyy-fxy" D(a,b) = 0 keine Aussage

Bsp .: f(x
,

y) = 2x -3x2y + 6x2-Gy
fx(x,y) = 6x2 -6xy + 12x fy(x, y)

= - 3x2-12y
fxx(X,y) = 12x -

64
+ 12 fyy(x,y) = - 12

fxy(x,y) =
- 6X

12x - 6y + 12 - GX

f = 6x2-6xy + 12x H =

- Gx - 12
- 3x2-124

D(x,y) = 12x -

6y
+ 12(- 12) -

- 6x2 =
- 144x + 724 - 144 - 36x2

f= 0 für x =

y
= 0 D(0,0) =-144 0 Sattelpunkt bei (0,0



Differentialgleichungen

7

Analysis A&B Alina Popov

Potenz
N Dr

n= an(x)d f(x) = Sx)

Störfunktion
Ableitung

Faktor
,

kann von x abhängen

Klassifizierung
Linearität Bsp .:

y y 5y
"

Y O

U
DGL ist Linear, wenn die Koeffizienten konstant sind ↳

. Ordnung near homogen
/

Homogenität
DGL ist homogen,

wenn sex =o ist

DGL ist inhomogen,
wenn s(x) = o six) kann Konstante Faktor sein

Ordnung
Ordnung einer DGL entspricht der höchsten Ableitung

Lineare
, homogene DGL

Fundamentallösungen
DGL der Ordnung N besitzt NLösungsfunktionen fe(x)

, ...,
fu(x)

2 Superpositionsprinzip
Jede Linearkombination der Fundamentallösung ist selber wieder eine Lsg.

der DGL

anxx Bsp .: DGL der Ordnung 3 feitz
.
f

Linearkombination F=af- + bfz + (fa
N Fundamentallösungen

fe(x), ..., fr(x) f(x) = Bnfn(x)

Linearkombination

Lösen von Linearen
, homogenen DGL höhere Ordnung

Euler'sche Ansatz BSp .: x"(t) - x(t) = 0 x(t) =

e*t
x'(t) = de

*
x "(t) = &e

&tKonstante Koeffizienten! an(x) =

An e = e :
ext

Ansatz: f(x) = e
**

12
=

1

Ich

Anf'"(x) + An-1f
-

(x) +
...

+ A f(x) = 0 da
1

= -

1

Euler'sche Ansatz ·x(t) =

et
xx(t) = e

t

and"e"* An- A
- e**

+
...

+ ase
*

= 0 x(t) = Aet + Bet

:
ex

and an - ...

+
A

= 0

charakteristisches Polynom

Bei komplex konjugierten NS: y(x) =

eRe*
Acos Im.x + B Im . Bei mehrfachen NS: y(x) = Ae**+Bxe+Exe** +

...

Bsp .: x"(t) -6x'(t) + 25x(t) = 0 x(t) =

e

Bsp .: x ((t) - 2x (t) + x(t) = 0

de-ode"+25e =
0:

et

1 "e"- 2x e e
= 0

1 - 6x + 25 = 0 Mitternachtsformel d" - 22 +
1

= 0 subst
.

und p-q
11,

= 3= F25 11, 113,4

=
-

1

4 = 3 + 4i(z= 3 - 4
x t) = Ae + BteCe *

+ Dte =

e
A+ +B +

e *
(+tD

Xe(t) =

(3+4ist
xz(t) =

eB-4ist

x.
(t) = Aest cos 4t) +i sin 4t

x ,(t) = Best cos(4t) - isin ut

x(t) =

et
(cos(4t) + Dsin(4t)
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Anfangswertprobleme-Bsp.

x"(t) - x(t) = 0 x(0) = 1 x'(0) = 0 Partialbruchzerlegung
x(t) = Aet + Bet

Sunu du= Suu-1) de

x(0) = Al + Be =
A B =

1

A = 1 - B

x'(t) = Act - Be
-t

= 0 3 u(u-1)
x'(0) = A-Be = 0 A

= B

A = B =

0
,
5

-=E + 1 .H

A(u- 1) + B ·u =1

x(t) =

0
,5e +

0
,5Bé

t
u = 0 = - A = 1 =A =

-

13 =nu- 1
= ü

u = 1 = B = 1

DGL
1. Ordnung

Trennung der Variablen Bsp .. dz
=

zy z(0 1 z(y)=

e242 e

-

dyfy)g dxf), ) Edz = ydy S
z(0) =

e.
c = 1 C = 1

d

fydy gs d S
(n(z) = Ey2 + de z(y) =

2242

If y dy (gs d

Substitution

1
.

Fall: Wenn y fax+by+c,
dann u-ax+by+c

Vorgehen:

1 Definiere Hilfsfkt : U(x):= ax+ by
+ c

2 Ableitung berechnen: du=a+bdy
3 Einsetzen von d: du=a+bfu autonom

,
dax nicht vorkommt

4 Lösen der DGL für u

Aus der Lsg. für u können wir Lsg .für y finden

C

BSp :

Y
dy x + c = In zu -

1. 2 e
"1

=
= - + 3

;y = 35

u=

2y
- X + 3 y =

U + X - 3 e2x
+ a

= 24- 1 n
=

2y
- x + 3 (resub

.)

y 2x + C

u + 1 Cu1 = 2y' - 1 = = 22y- x + 3 - 1

2 2x + C

e
=

4y
- 2x +

5

u =

y

u =

u'
+ 1

u' = 2x - 1 2x + d
2

y=

e + 2x -

5

=
ce* + X - 54

du
5

dx
= 24 - 1

y5z = ce + 5 - 5 =
- ze5

dx = -1 du S (e =
- 35c =

-

3y(x) = - 3 + * - E

C
.
Fall: Wenn y'(x) = g

,
dann u= & =x utu

du=x gu

Vorgehen: Bsp .:

14:= glul
u y1 = dy = 24 - 5

;y(1) = 10
dx = 425 du

2 du
X da -

y -da- y3g)
u= gux yExuty Ext ((x) + c = U(U-

5 e

x
2 U

u = - yz +

y
X.C = U -

5

u =

B
cresub.

du glul-U X
4

Xu' + u = 24 -

5
x. d = y -

5

S
dx

du 4= dx --- L xu' = U -

5 y(x) = x-2 + 5X

xdu = u-

5

Trennung der Variablen y(1) = d +
5

= 10 c =

5

y(x)= 5xx + 1



9

Analysis A&B Alina Popov

Inhomogene DGL höherer Ordnung
Variation der Konstanten

· Anwendung: zum Finden der partikulären

Lösungen einer inhomogenen DGL mit Störterm

xx
homogene (sg. fn(x) Löst an d f(x) = 0

partikuläre (sg
.(plx) löst an d f(x) = six)

1 Bestimme Lsg.
der homogenen DGL

yh = Aex

2 Annahme
,

dass auch die Konstante A auch von x abhängt
yp

= A(x)
ex

3 Ableitungen berechnen

y'p(x) = A (x) +Alxse*

4 Einsetzen in die Ausgangs-DGL und auflösen

y(x) =

yn +
Yp

BSP .:

x'+ 8x = 80S(Wt) A(t)e
+

- GA(t)e *+ GA(t)e
St

= cos(wt)

Xn(t): d + d = 0 Alt)
e t

= COS(wt)

1 = - G A'(t)= cos(0) = Cos(ut) es
Xn(t) Ae

St

Xp(t) = A(t)e
St A(t) = 62 cosattwsinat +d

xp'(t)
= A(t) - GA(t)e

St
x(t) = Ae + Secosatwsinat + d
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Systeme von DGL

Entkoppelte DGL: wenn in einer Gleichung nur eine unbekannte Größe vorkommt

1
.

Die entkoppelte Gl
.

Lösen und das Resultat in die anderen Gleichungen einsetzen

2
.

Rand- und Anfangswerte am Ende berücksichtigen
Gekoppelte DGL

1
.

Eine der beiden Gleichungen wird nochmals abgeleitet
2

.

Resultat so umschreiben
,

dass eine DGL zweiter Ordnung übrig bleibt

3
.
Einsetzen

,
umformen & Rand- und Anfangswerte am Ende berücksichtigen

BSp.: x = -2y x = 2y x =
- X X(0) = 4

3i= Ex /0 = 0
Anfangswerte

x + X = 0

& 1 = 0
x(t) = Asin(t) + 4 coS(t) y(0)

= Cos(0) - 2 sin(0) = 0

de,z
= - 1 & ,1,

dz - x (t) = ACOS(t) - 4 sin(t) A = 0

x(t) = Asin(t) + BCOS(t) y
=

- xy(t) = Ecos(t-2sint) x(t) = 4COS(t)

y(t)
= 2 sin (t)

x d = Asin(0) + Bcos(a =

4 B = 4

Richtungsfeld: in jedem Punkt der xy-Ebene wird der entsprechende Wert der momentanen Veränderung durch einen

entsprechenden Vektor eingetragen

Gleichgewichtslösungen: y(x) = C resp. y'(x) = 0

Stabil
,
falls für jede (sg. z(x) von der DGL mit einer Anfangsbedingung,

gilt imz(x)=

instabile GGW-Lsg.

- Vektoren zeigen weg von der Lsg .

stabile GGW-Lsg . -Vektoren zeigen zur Lsg.

hin

Vektorfeld zur geg.
DGL zuordnen: Hinweis: ex=(8

; ey = (9)
1
.

DGL Lösen

2
. GGW-Lsg.

bestimmen: Konstante (gegen und s laufen Lassen

3
. GGW-Lösungen in den geg.

Vektorfeldern aufzeichnen und mit DGL-Lsg .vergleichen

Bsp : Gegeben ist das Richtungsfeld F(x,y) = 2
,

berechnen Sie die Arbeit (, Fdp,

welche entlang des

Weges von (2,0 zu lo,d verrichtet wird

wir wissen: Fx=2xy + 2 (2xy+ 2dx = yx2 + 2x + g(y)
= F(x, y)

Fy(y) = x2 + g'(y) y
= x + 1

g'(y) = 1) g(y) =

y
F(x,y) = yx2 + 2x + y

F(0,0) - F(2, 0) = 0 - 4
=

- 4



13

Integration

Analysis A&B Alina Popov

Lagrage-Multiplikation Optimierung bei geg.
NB

·Ist die zu optimierende Fkt
. Stetig und der betrachtete Bereich beschränkt und abgeschlossen, wird sowohl

das Minimum als auch das Maximum angenommen
·Die Nebenbedingung kann als Niveaulinie einer geeigneten Funktion g(x

,
y) gesehen werden

· Im optimalen Punkt berühren sich die Kurve der NB und die entsprechende
Niveaulinie der zu optimierenden Funktion tangential Alle

die beiden Gradienten fund g sind parallel

Vorgehen zum Lösen

fx = 1gx

1
1

LGS aufstellen E f
= xg fy = 19y

BSp .: f(x,y) = (x + 3)2 + (y
- 3)2;g(x,y) = x + y22

g(x,y) = C

g(x,y) = C
f = 2x g = 25)

2
.

Nach X umformen (273) = x2y)
3. einsetzen

,
um x oder y zu bestimmen

,
oder in die Fut wenn simple =0

4
.

x oder y in die NB einsetzen
,

um y oder x zu bestimmen I:

2x +6-21x = 0

35
-

Die berechneten Punkte in f(x,y) einsetzen Min
.

und Max
.

bestimmen
#:24-6-2xy = 0 gilt für (-1,) und (1, -1)

#I: x y2
2 = 0

f(-

1
, 1) = 8 nimum

Wenn NB als bzw
. gegeben ist: den inneren äußeren Bereich überprüfen f(1

,
-1) = 32 Maximum

1
.

f 0
inneren äußeren Bereich überprüfen

2
.

gefundene Werte für X und y in NB einsetzen und Gültigkeit überprüfen
f = 2x+ x = - 3;y = 3

g(- 3
,3) = x2 +

y2
= (- 3) +

3
= 182

nicht erfüllt

Wichtige Integrale:

(xdx = n" (xdx= In1x1 + d S(r(x)dx=x(n(x) - X SxInixdx=x"(n1x)
Se dx =

e c Jadx=
a

-

(sinx dx=-cos x + d (cosxdx = sinx + d Stanxidx -
- In cosix) (cotixidx = In sin x

Scos'x dx-tanx+d Ssinzxdx =-cotx + Saxdx=arctan à (vaxdx-arcsin à ,wennixi las

Partielle Integration

(fg'dx = f. g - Sf'gdx

Bsp : (sinix)e"dx = esinix-(cosixedx = esinix)- excosix-fe-sinix dx = esinx) - ecosix-Jesinixdx +e"sinxdx

g' =

ex

g =

ex

f=sin) f=cos(x)Ge
ge

-sinix)

Faustregel:
(sinix) edx = esinix) - ecos(x)-Jesinixdx +Jesinixdx ableiten integriere

fesin(x) dx= esin(x)-cos(x):2 ↳11⑱ ↓

Log verse

Jesinxdx=e sinix-cos x
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Integration durch Substitution

1 ·ABsp .: (axzdx =

a xdx = äz)1 adu = arctâncu
(f(g(x) -g'(x)dx = (fly) dy

Sn+a
Subst : y

:
= g(x)dy = g'(x) dx=dy resub

.

u:= du= dx-ad

= arctan(à) + d

Bestimmte Integration

f(g(x) -g'(x) =
xdx !+(x)dx = -(f(x)dx[f(x)dx= +(xdx + fxdx, a

Subst?
(a)

Bsp : axe
*

dx= e

dy = e"
:"

ungerade
:

S

.

a
fixid = 0 f(x=-f-kx

subst
.

dya x = dy gerade:
.

fxic = 2.0"fixicx f(x)=-f(x)

Uneigentliche Integrale:If(x)dx= im fx x

·

Volumen von Rotationskörpern Mantelfläche von Rotationskörpern Mittelwertsatz der Integralrechnung
b

V πfx dx M = 24 f(x) 1 + fxx f(C) =

b - a)+(x)dx

Doppelintegrale
Integration über Gebiet G R

(fdA=fx,ydxdy lösen von Innen nach Außen Reihenfolge relevant t

Bsp .: z(x, y) = 2 sinxicosly) ;
o ↑2

;
0 y

T

T/2

=sinixicosly dydysinsing) dx = Jasinxsin( dx=-assin = sin = v

Begrenzung des Gebiets durch Fkt :

1
.

Fall: -Werte beschränkt durch Fkt
.
in X: Bsp .: y = v beschränkt von oben

, y = 0 von unten

· Definition der y-Grenzen mit x Y1
vx' = Y

·Man muss zuerst nach y integrieren dydx * f(x,y)dydx 1

yläuft von unten

nach oben

2
.

Fall: -Werte beschränkt durch Fkt
.

in y BSp .: y = vx 4 beschränkt von oben
,
x=x, von unten

· Definition der X-Grenzen mit y
·Man muss zuerst nach x integrieren dxdy ↳ fix,y)dxy a Y1

vx' = Y

1

Umkehrung der Reihenfolge

Bsp.. sind sind Länge einer Kurve 1 =(1ff'(x/dx

Für Mittelwert Favonfüber G haben wir Fa=cSef dA
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Important Stuff 
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Integration in Polarkoordinaten einer Funktion in zwei Variablen

(af(x,y)dA= fr, gerdr

Bsp .: 1()
,

sin x+y da= Sin rardy=siner radr) sin di Tr (Cosr -Tosi-TS(4)
=T 1-COS(4) = 5,2

2 x.y
= rosyrsing Cosysiny

xydxdy = cosysinery dr -

4
· condr= 1 dr=drr = 1

Trigonometrie

sin & COS tan & cot

tan x) =
Sin(X)

COS(X)


